KAPITEL 5

Rechnen in den ganzen Zahlen

1. Teilbarkeit

DEFINITION 5.1 (Primzahl). Eine Zahl p € N ist genau dann eine Primzahl, wenn
folgende beiden Bedingungen gelten:

(1) Esgilt p > 1.
(2) Furallea, beNmitp=a-bgilta=1oderb = 1.

DEFINITION 5.2 (Teilbarkeit). Fiirx, y € Z gilt
X teilt y

genau dann, wenn es ein z € Z gibt, sodass y = z - x ist.

Wir schreiben dann auch x|y; die Zahl y hei3t ein Vielfaches von x;

SATZ 5.1. Seien a € Z und n € N. Dann gibt es genau ein Paar von Zahlen (q, r),
sodassa=q-n+rundrei{0,...,n— 1}

Wir bezeichnen den Rest r mit @ mod b.

DEFINITION 5.3 (GroBter gemeinsamer Teiler). Fiir zwei Zahlen a, b € Z (nicht beide
0) 1st ggT (a, b) die grofBte Zahl z e Nmitz | a und z | b.

SATZ 5.2. Seien a, b € Z nicht beide 0, und sei 7z € Z. Dann gilt:
ggT(a, b) =ggT(a+z-b D).

So gilt zum Beispiel ggT (25, 15) = ggT (40, 15).

Beweis: Wir zeigen, dass nicht nur der ggT, sondern sogar die Mengen der gemeinsa-
men Teiler der beiden Zahlenpaare gleich sind. Wir zeigen also

{t|tlaundt | by ={t|t|a+zbundzt|b}.

“cC”: Falls ¢t sowohl a als auch b teilt, dann auch a +zb und b. “2”’: Falls t sowohl a + zb,
als auch b teilt, dann auch a + zb — zb und b, also auch a und b.m

Unterlagen zur Vorlesung Algebra von Erhard Aichinger, Peter Mayr. Alle Rechte vorbehalten.
28.11.2007.

83



84 5. RECHNEN IN DEN GANZEN ZAHLEN

Das niitzen wir jetzt moglichst geschickt aus, um ggT(147, 33) zu berechnen:
ggT (147,33) = ggT (147 — 4 - 33, 33)
= ggT (15, 33)
=ggT (15,33 -2-15)
= ggT (15,3)
= ggT(0,3)
=3.

Giinstig ist es also, z so zu wihlen, dass a + zb der Rest von a bei der Division durch b
wird.

Mit Hilfe des erweiterten Euklidischen Algorithmus findet man nicht nur den ggT von
a und b, sondern auch u, v € Z, sodass gilt:

ggT (a,b)=u-a+v-b.
Beispiel: Wir berechnen ggT(147, 33), und schreiben das so:

147 33

147 I 0 (147=1-147+0-33)
33 0 1 (33=0-147+1-33)
15 1 4 (15=1-147-4-33)
3] -2 9 (3=-2-147+9:-33)
0

Berechnet man ggT(a, b) mithilfe dieses Algorithmus, sieht man, dass sich die Zahlen
in der linken Spalte immer als Linearkombination von a und b schreiben lassen. Als
Konsequenz davon erhalten wir folgenden Satz:

SATZ 5.3. Seien a, b € Z (nicht beide 0). Dann gibt es u, v € Z, sodass
ggT(a,b)y=u-a+v-b.

Eine Folgerung davon ist:

SATZ 5.4. Seien a, b € Z, nicht beide 0, und sei t € Z so, dass tla und t|b. Dann gilt
auch t|ggT(a, b).

Beweis: Seien u, v € Z so, dass ggT(a, b) = ua + vb. Da t die Zahl a teilt, ist auch
ua ein Vielfaches von . Ebenso ist vb ein Vielfaches von ¢. Somit ist auch die Summe
ua + vb ein Vielfaches von ¢. Die Zahl 7 ist also ein Teiler von ggT(a, b).

Wenn a und b groflten gemeinsamen Teiler 1 haben, so heilen sie teilerfremd oder
relativ prim.

SATZ 5.5. Seien a, b,c € Z, und sei zumindest eine der Zahlen a und b nicht 0. Wir
nehmen an, dass a die Zahl b - c teilt, und dass ggT(a, b) = 1 gilt. Dann gilt: a teilt c.
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Beweis: Es gibt u, v € Z, sodass

l=u-a+v-b.
Weil a | uac, und weil albc auch a | vbe gilt, gilt

a | (ua + vb)c,
und dahera | c. &

Daraus kann man folgenden Satz herleiten:

SATZ 5.6.

(1) Jede natiirliche Zahl a = 2 besitzt eine Zerlegung in Primfaktoren

a=p,-....p,
(2) Die Primfaktorenzerlegung einer natiirlichen Zahl a = 2 ist bis auf die Rei-
henfolge der Primfaktoren eindeutig. Wenn also
a=p,-... p,=q, ... q,
und alle p,, q; Primzahlen sind, dann gilt m = n, und es gibt eine bijektive
Abbildung mr : {1, ..., n} > {1, ..., m}, sodass p, = Gy

Sind a,b € Z, so nennt man jede Zahl ¢ € Z, die von a und b geteilt wird, ein
gemeinsames Vielfaches von a und b. Unter allen gemeinsamen Vielfachen zeichnen
wir das kleinste aus.

DEFINITION 5.4. Es seien a, b € Z \ {0}. Dann ist kgV (a, b) definiert durch
kgV(a,b) =min{veN : a|vund b |v}.

Die Menge aller positiven gemeinsamen Vielfachen ist ja fiir a, b € Z \ {0} bestimmt
nicht leer, da sie |a - b| enthalt.

SATZ 5.7. Seien a, b € Z\{0}, und sei s € Z so, dass a | s und b | s. Dann gilt:
kgV (a, b) | s.

Jedes gemeinsame Vielfache ist also ein Vielfaches des kgV.

Beweis: Wir dividieren s durch kgV(a, b) und erhalten somit r € {0, ..., kgV(a, b) — 1}
und g € Z, sodass

s=q-kgV(a, b) +r.
Also gilt r = s — g - kgV(a, b). Sowohl s also auch ¢ - kgV(q, b) sind Vielfache von a
und Vielfache von b. Thre Differenz r ist also ebenfalls ein Vielfaches von a und von b.
Dar < kgV(a, b), und da kgV(a, b) das kleinste gemeinsame Vielfache ist, muss r = 0
gelten. Also ist s ein Vielfaches von kgV(a, b). B

Zwischen ggT und kgV kann man folgenden Zusammenhang herstellen:
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SATZ 5.8. Seien a, b € N. Dann gilt
ggT (a,b)-kgV (a, b) =a-b.

Beweis: Wir verwenden die Primfaktorzerlegung von a und b. Sei (p,, p,, p5, ...) =
(2, 3,5, ...) die Folge der Primzahlen, und seien (v,),_y und (0;),y S0 dass a = [T,y pl‘li
und b = [,y p? Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung kann man herleiten,
dass dann gelten muss:

min(vi,a'l-)
[lien Pi

max v[,o;-)

[y Pi

ggT (a, b)
kgV (a, b)

Daraus folgt:

min(vi,o;)+max(vi,0'i))

ggT (a, b) - kgV (a, b)

17

ieN

(vito)
Pi
ieN
= a-b
[ |

SATZ 5.9. Seien a, b, c € N. Dann gilt:
(1) ggT(ggT(a, b), c) = ggT(a, ggT(b, c)).
(2) kgV(kgV(a, b), c) = kgV(a, kgV(b, c)).

(3) ggT(kgV(a, b). ) = kgV(egT(a, o), ggT(b, c).
(4) keV(egT(a, b), ) = geT(keV(a, ), kgV(b, 0)).

2. Das Losen von Kongruenzen

DEFINITION 5.5. Sein € Z. Dann definieren wir eine Relation =, auf Z durch
a=,b:onla-bfirabe”.

Fiir a =, b schreiben wir auch a = b (mod n) und sagen: “a ist kongruent » modulo

29

n.

SATZ 5.10. Seien a, c € Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Dann sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:

(1) Die Kongruenz
ax =b (mod ¢)

ist losbar, d. h., es gibt y € Z sodass cla-y — b.
(2) ggT (a, c) teilt b.
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Beweis: “(1) = (2)”: Sei x eine Losung, d.h. ¢ | ax — b. Falls ¢ die Zahl ax — b teilt,
dann gilt erst recht

ggT (a,c) | ax — b.
ggT(a, c) teilt a, also gilt ggT (a, c) | b.

“(2) > (1)”: Aufgrund der Voraussetzungen existiert ein z € Z, sodass
ggT(a,c)-z=0b.
Aus dem erweiterten Euklidischen Algorithmus bekommen wir u, v € Z mit

geT (a,c)=u-a+v-c

Es gilt dann

(ua +vc)-z=b,
also

a-uz+c-vz=b,
und somit

a-(uz) =b (modc).
Also ist x := uz Losung von ax = b(mod c¢). ®

SATZ 5.11. Seien a, c € Z (nicht beide = 0), und sei b € Z. Sei x eine Losung von

5.1 ax=b (modc).
Dann ist die Losungsmenge von (5.1) gegeben durch:
L:{x +k~—|keZ}.
° 7 gl (a0
Beweis: “2”: Wir setzen zunichst x,, + k 5 ein und erhalten
(xo + kggT(a C)) ax, + ak—ggT(a 3
= b+ akggT(a 3
= b+ck—=L— gT(a 5
= b

c

Daher ist x, + k—— wirklich eine Losung.

ggT( ©)
“C”: Sei x, Losung von ax = b (mod c). Zu zeigen ist: gT(a 5 | (x1 - xo). Da x, und x,

Losungen sind, gilt ax; = b (mod ¢) und ax, = b (mod c). Daher gilt
a(x1 —xo) =0 (modc),
oder, dquivalent dazu,

cla(x1 —xo).

X, —X5]).
ggT(a,c) ggT(ac) 1 70

Daher gilt auch
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Da
ggT ( c ’ a ) _
ggT (a,c) ggT(a, c)
gilt
C
geT(a, c) | (o1 = x0)-
|

Bemerkung: Das System ax = b (mod c) ist also dquivalent zu
c
X =Xx, [mod —)
’ ( geT(a, o)
wobei x,, eine spezielle Losung von ax = b (mod c) ist.
Wir betrachten nun Systeme von zwei Kongruenzen, also Systeme der Form
X=a, (mod ml)

X=a, (mod mz),

wobei m;,m, eNunda,a, € Z.

Beispiele: Das System

x=1 (mod?2)

x=0 (mod4)
kann nicht 16sbar sein, denn eine Losung x € Z miisste sowohl gerade als auch unge-
rade sein. Das System

1 (mod 2)
2 (mod 5)

hat zum Beispiel die Losung x = 7.
SATZ 5.12. Seien a,, a, € Z, m,, m, € N. Das System

X=a,
X=a,

mod m,
mod m,

ist genau dann losbar, wenn gilt
ggT (ml, mz) la, —a,.

Beweis: “=”: Wir nehmen an, dass x Losung ist. Dann gilt: m, | (x - al) und m, |
(x - az). Daher gilt auch ggT (ml, mz) | (x - al) und ggT(m,, m,)|(x — a,), und somit

ggT (ml, mz) | (x - az) - (x - al) = (al - az).
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“<” Es gibt u, v € Z, sodass

u-m +v-m, = ggl (ml, m2)
k-u-m +k-v-m, = a,—a,
a,+k-v-m, = a, —k-u-m
—
daher ist x := a, — kum, Losung des Systems. O

Der Beweis liefert auch gleich ein Losungsverfahren.

Beispiel: Wir I6sen:

x =2 (mod 15)

x =8 (mod 21)
Da ggT (15,21) = 3 und 3 | (2 — 8) ist das System losbar. Wir berechnen jetzt diesen
ggT und Kofaktoren (d.h. Koeffizienten fiir eine Linearkombination von 15 und 21, die
den ggT ergibt).

und erhalten daraus 3 =3-15 -2 21.
3.15-2-21 = 3
(-6)-15+4-21 = 2-8

Daher erhalten wir eine Losung: x = 92.

Der folgende Satz gibt an, wie wir aus einer Losung der Kongruenz alle Losungen
erhalten.

SATZ 5.13. Sei x, eine Losung von

X=a, (mod ml)
X=a, (mod mz).

Dann gilt fiir die Losungmenge L
L= {x,+k-kgV (m,m,) |k € Z}.

Beweis: “2”: Wir setzen
Xy +k-kgV (ml, mz)
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in die erste Kongruenz ein und erhalten
(xo + k- kgV (ml, mz)) =aq, (mod ml).
Das gleiche gilt fiir die zweite Kongruenz.
“C”: Wir fixieren x, € L. Um zu zeigen, dass x, € {xo + k- kgV (ml, mz) |k e Z},
zeigen wir, dass x, — x,, ein Vielfaches von kgV (ml, mz) ist. Wir wissen ja, dass

X=a, Emod ml;

X =a, (modm,

Daher gilt (xl - xo) =0 (mod ml) und somit m, | (xl - xO). Ebenso zeigt man, dass
m, | ()c1 - xo) gilt.

Da das kgV jedes gemeinsame Vielfache teilt, gilt kgV (ml, mz) | (xl - xo). [ |



