KAPITEL 8

Der Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und Matrizen

1. Faktorriume

DEFINITION 8.1. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum
von V, und sei w € V. Dann definieren wir

w+U : ={w+ulueU)
und

V/U :={v+Ul|v eV}
genannt den Faktorraum von V nach U.

DEFINITION 8.2. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum
von V. Dann definieren wir @ und * durch

v+UO)epw+U)=(v+w)+U

und
ax(v+U) =(@)+U
firallev, w e Vund a € K.

Wir iiberlegen uns, dass @ und « wohldefiniert sind, das heif3t, dass die Relation { ((v +

Uw+U),v+w)+ U) |v, w € V}, die ja eine Teilmenge von (V/U X V/U) X V/U ist,
eine Funktion von V/U X V/U nach V/U ist.

SATZ 8.3. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K, und sei U ein Unterraum von'V.
Dann ist (V/U, ®, 6,0 + U, *) ein Vektorraum iiber K.

SATZ 8.4. Sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K mit Dimension n, und sei U

ein Unterraum von V mit Basis (u,, ...,u,). Dann gibt es v, ,,...,v, € V, sodass
Wy, ooy Uy Vo5 - V,) €ine Basis von V istund (v, ., + U, ...,v, + U) eine Basis von
V/U ist.

Beweisskizze. Wie im Beweis von Satz 3.45 lésst sich (uy, ..., u,,) zu einer Folge von
n linear unabhingigen Vektoren in V erweitern, die ganz V aufspannen. Somit gibt es
n —m Vektorenv, ,,...,v, € V,sodass B := (u,, ..., u,, Vv, ..., v,) eine Basis von V
ist.
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Als nichstes zeigen wir, dass L(v,,, + U, ...,v, +U) = V/U ist. Seiv+ U e V/U.
Wegen L(B) =V, gibtes A, ..., A, i, ., ..., 4, € K, sodass

m n
V= Z/ll.ui + Z v,
i=1

j=m+1
ist. Also gilt
viU= > p+Us= > pv;+0)

Jj=m+1 Jj=m+1

und daherv+U e L(v, ., + U, ...,v, +U).

Um zu zeigen, dass (v, ,+U, ..., v, +U) linear unabhéngig ist, wihlen wirpu,, ., ..., u,, €
K so, dass

D+ U)=0+U.

Jj=m+1
Dann gilt
Z uyv, el.
j=m+1
Weil (u,, ..., u,,) eine Basis von U ist, existieren dann A, ..., A, so, dass
Z JTRE Z A,
jEm+1 i=1
Somit folgt
Zliui - Z uv; =0
i=1 jEm+1
und A, = ... =, =pu, , = .. =pu, =0, weil B linear unabhingig ist. Also ist

(V.1 T U, ...,v, + U) linear unabhiingig m

KOROLLAR 8.5. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, und sei U ein
Unterraum von V. Dann gilt

dim(V) = dim(V/U) + diim U.

2. Der Homomorphiesatz

DEFINITION 8.6. Seien U und V Vektorrdume iiber K. Eine lineare Abbildung 2 : V —
U heillt Isomorphismus, wenn h bijektiv ist. Der Vektorraum U hei3t isomorph zu V,
wenn es einen Isomorphismus von U nach V gibt.

SATZ 8.7. Seien U,V Vektorrdume iiber K, und sei U endlichdimensional. Wenn U
isomorph zu'V ist, dann ist V endlichdimensional, und es gilt dim(U) = dim(V).
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Beweisskizze. Sei h : U — V ein Isomorphismus und sei (b,, ..., b,) eine Basis von U.
Dann lisst sich zeigen, dass (h(b,), ..., h(b,)) eine Basis von V ist. B

SATZ 8.8. Seien V und W Vektorrdume, und sei h eine lineare Abbildung von V nach
W. Dann ist

h(V) = {h(v)|v e V}
ein Unterraum von W, und
ker(h) :={v e V|h() = 0}

ein Unterraum von'V.

Diese beiden Unterrdume heiflen auch Image und Kern von h.

SATZ 8.9 (Homomorphiesatz). Seien V und W Vektorriume, und sei h eine lineare
Abbildung von'V nach W. Sei U := ker(h). Dann ist die Abbildung

H : V/U — V)
v+U +— h®)

wohldefiniert. Die Abbildung H ist auf3erdem ein Isomorphismus von V/U nach h(V).

Anstelle “Dann ist die Abbildung [...] wohldefiniert” kann man sagen: “Dann ist die
Relation H = {(v + U, h(v))|v € V} eine Funktion von V/U von h(V).”

Beweis. Wir zeigen nur die Bijektivitdt von H. Fiir die Injektivitéit seien v, v, € V,
sodass H(v, + U) = H(v, + U). Das heil3t h(v,) = h(v,). Aus der Linearitit von & folgt
dann A(v, —v,) = 0. Somitistv, —v, e Uund v, + U = v, + U. Also ist H injektiv.
Die Surjektivitit folgt unmittelbar aus der Definition von H. ®

3. Der Rang einer Matrix und ihre Invertierbarkeit

SATZ 8.10. Sei A eine m X n-Matrix, und sei h, : K" — K", h,(v) = A - v fiir alle
v € K". Dann gilt:

(1) Das Image von h, also h,(K"), ist genau der Spaltenraum S(A) von A.
(2) Der Nullraum N(A) ist genau der Kern ker(h,) von h,.

SATZ 8.11. Sei A eine m X n-Matrix. Dann haben Zeilenraum und Spaltenraum die
gleiche Dimension.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung /,. Wegen des Homomorphiesatzes sind K"/ ker(h,,)
und £, (K") isomorph. Also sind K"/N(A) und S(A) isomorph. Es gilt also dim(5(A)) =
dim(K"/N(A)). Da S(A) endlichdimensional ist, ist auch K"/N(A) endlichdimensional.
Nach Korollar 8.5 gilt also

dim(K") = dim(K"/N(A)) + dim(N(A)),
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und daher
n = dim(S(A)) + dim(N(A)).
Nach Satz 3.56 gilt dim(N(A)) = n — dim(Z(A)), also
n = dim(S(A)) + n — dim(Z(A)),
und folglich dim(S(A)) = dim(Z(A)). =

SATZ 8.12. Sei m € N, sei K ein Korper, und seien A, B € K™ so, dass A-B = E.
Dann gilt B-A = E.

Beweis. Seih, : K™ - K", x » A-xund hy : K™ - K", x = B - x. Dann gilt fiir alle
xe K™

x=A-B-x=h,(hgx)).
Somit gilt K™ C h,(K™). Daher hat h,(K™) Dimension m. Der Kern von /, hat nach
dem Homomorphiesatz daher Dimension 0. Also ist 4, injektiv. Fiir alle x € K™ gilt
h,(hgz(x)) = x. Daher gilt fiir alle y € K™

hA (hB(hA ()7)) = hA (y)

Da h, injektiv ist, gilt daher fiir alle y € K™ auch hg(h,(y)) = y. Also gilt fiir alle
ye K"auchB-A-y=y. Nach Satz 7.15 giltalsoB-A=E. ®

SATZ 8.13. Sei A eine m X m-Matrix iiber K. Aquivalent sind:

(1) A ist invertierbar.

(2) Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhdingig.
(3) Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhdingig.
(4) Der Rang von A ist m.

Beweis. (1)=(2): Sei B die inverse Matrix von A, und sei x so, dass A - x = 0. Dann gilt
B-A-x=0,alsox = 0. Also sind die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig.

(2)=>(3): Da S(A) Dimension m hat, hat nach Satz 8.11 auch Z(A) die Dimension m.
Wir nehmen an, dass die Zeilenvektoren von A linear abhéngig sind. Dann gibt es eine
Zeile, die in der linearen Hiille der anderen Zeilen liegt. Somit gilt wegen Korollar 3.53
dim(Z(A)) < m — 1, ein Widerspruch.

(3)=>(4): Da die Zeilenvektoren linear unabhingig sind, sind sie eine m-elementige
Basis fiir Z(A). Also hat Z(A) Dimension m, und folglich ist der Rang von A gleich m.

(4)=(1): Da dim(Z(A)) = m, gilt auch dim(S(A)) = m, und folglich dim(h,(K™)) = m.
Also ist h, surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz gilt dim(ker(,)) = 0, also ist A,
injektiv. Somit ist 4, bijektiv. Sei f die inverse Abbildung, also f = {(h,(x),x)|x €
K™}. Diese Abbildung ist linear: seien u,v € U, und @ € K. Dann gibt es x, y mit
h,(x) = uund h,(y) = v. Dann gilt h,(x + y) = u + v, und folglich f(u +v) =x+y =
f) + f(v). Ebenso gilt h,(a * x) = a * u, und daher f(a *u) = a *x = a * f(u). Sei
B:=S f(E, E) die Darstellungsmatrix dieser Abbildung. Dann gilt B-A-x = f(h,(x)) = x
fir allex € K. Also gilt B-A = E. Daher gilt A-B=B-A=E. 1
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4. Die Determinante einer quadratischen Matrix

—7—

4.1. Definition der Determinante. SeiA = ( T ) eine reelle mxm-Matrix. Das

von den Zeilen von A aufgespannte Parallelepipediisrgiie Teilmenge
D 45l 04, €10, 1)
i=1

Wir versuchen jetzt das Volumen dieses Parallelepipeds zu messen, und schreiben
D(z,, z,, ..., z,,) fur dieses Volumen.

Ohne den Begriff Volumen im R™ definiert zu haben, konnte man vermuten, dass eine
Funktion D : R"XR™"X---xXR™ — R, die dieses Volumen misst, folgende Eigenschaften
hat. Da wir die Eigenschaften auch fiir Matrizen tiber anderen Korpern als R benotigen,
formulieren wir diese Eigenschaften fiir einen Korper K.

(D1) Firallez, ...,z,,ye K",a,f € Kundi e {1, ..., m} gilt

D, ocn2i @+ LY, 2 o0 Zy)
= a/D(ZI) ey Zi_l; Zi’ ZH_]; ey Zm) +BD(Z1) ey Zi_l) y’ Zi+1’ LS Zm)

(D2) Firalle i, j € {1, ..., m} miti # j gilt

D(Zys s iy Zp T -+ Zjop Zjp Zjr o0 Tg)

= D(Zl) s Zi_l) Zi’ Zi+1’ sy Zj_l; Zl + Z]; Zj+1) s Zm)-

(D3) Fiir die kanonische Basis (e, ..., ¢,,) des K" gilt
D(e,, ...,e,) = 1.

UBUNGSAUFGABEN 8.14.
In den folgenden Ubungsbeispielen nehmen wir an, dass D eine Funktion ist, die die Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) erfiillt.

(1) Zeigen Sie, dass fiir alle z,, ..., z, € K™ gilt: D(z}, 2, 23, .+, Z,,) = 0.
(2) Zeigen Sie, dass fiir alle z;, ..., z, € K™ gilt: D(zj, @ - 2 + 25, 23, -+ Z) = D(21, 295 -5 Z,)-
(3) Zeigen Sie, dass fiir alle z,, ..., z, € K™ gilt: D(z}, 25, ..., 2,,,) = =D(25, 2y, ..., Z,)-

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften erhédlt man mithilfe der Determinante. Sei

f L2, ...,m} - {1,2, ..., m} eine bijektive Abbildung. Wir definieren die Signatur
von f durch

san(f) i= 10 =10,

{GHell,...omix{1,...m}|i<j} ! J

Die Menge aller bijektiven Abbildungen von {1, ..., m} nach {1, ..., m} hat m! Elemen-

te; wir kiirzen sie mit S, ab. Fir alle f, g € S, gilt sgn(f) € {—1, 1} und sgn(f ° g) =

sgn(f) - sgn(g), und folglich sgn(f~!') = sgn(f).
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DEFINITION 8.15. Sei K ein Korper, m € N, und sei A € K. Dann definieren wir
die Determinante von A durch

detA := Z sgn(f) rlA(i, f@).

f€s,, i=1
SATZ 8.16. Sei K ein Korper, sei m € N, sei A eine m X m-Matrix iiber K, und sei
D:K"xK"X---x K" - K gegeben durch
D : (K"y" — K

21—

@2 z) = det( TP
-
Dann erfiillt D die Eigenschaften (D1), (D2), und (D3).
Beweisskizze. (D1) kann man nachrechnen. Fiir (D2) ist dann ausreichend zu zeigen,

dass eine Matrix, in der zwei mal die gleiche Zeile z i vorkommt, Determinante O hat.
Auch (D3) kann man nachrechnen. ®

SATZ 8.17. Sei K ein Korper, sei m € N, und seien A und B m X m-Matrizen iiber K.
Dann gilt det(A) = det(AT) und det(A - B) = det(A) - det(B).

Beweis. Zuerst zeigen wir det(A) = det(AT). Es gilt

E

det(AT) = Z sen(f) | |ATG, £G))

fes, i

= > sen(n [ [Ar@, b

fes, i

= > sen(H [ [AG £ 6D

fes, j=1

= Z sgn(f 1) ﬁlA(J', Ya©))

fes, j=1

- Z sgn(g) ﬁ A(J, &)
=1

geslﬂ j_

I
—_

|z

1l
—_

E

Nun beweisen wir die zweite Eigenschaft: Seien b, ..., b, die Zeilen der Matrix B.
Dann steht in der ersten Zeile des Produkts A - B der Vektor

A(L, Db, +A(1, 2)b, + - + A(1, n)b,.
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Wenn wir alle m Zeilen des Produkts ausrechnen, dann sehen wir

(8.1) det(A-B) = D(A(I, Db, +A(1,2)b, + - + A(l, mb,,
AR, )b, + A2, 2)b, + - + A2, n)b,,

A(m, Db, + A(m, 2)b, + -+ + A(m, n)b,).

Wir nutzen nun die Linearitit der Funktion D und erhalten

det(A - B) = D (| JAG £ DGy byay - by

[l mi={l,.. m} i=1

Die Determinante ist 0, wenn zwei Zeilen gleich sind. Daher brauchen wir nur iiber
die bijektiven Funktionen zu summieren und erhalten:

det(A-B) = > ([ [AG £F0) - Dby bray o by
fes,, i=1
Man kann zeigen, dass fiir eine Bijektion f gilt: D(b,y, by, .- bpy) = sgn(f) -
D(,, b,, ..., b,). Also erhalten wir

det(A - B) = Z (]_[ AG, £(i))) - sgn(f) det(B) = det(B) - det(A).

fes,, i=1
|

SATZ 8.18. Sei K ein Korper, sei m € N, und sei A eine m X m-Matrix iiber K. Dann
sind dquivalent:

(1) Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
(2) det(A) # 0.

Beweis. (1)=(2): Wenn die Zeilenvektoren von A linear unabhéngig sind, dann ist A
invertierbar. Daher gilt det(A)det(A™") = det(A - A7) = det(E) = 1. (2)=(1): Wir
gehen so vor: Wenn z; in der linearen Hiille von z,, ..., z;,_, liegt, so kann man die
Eigenschaften (D1) und (D2) verwenden, um eine Matrix mit gleicher Determinante
und i-ter Zeile = 0 zu erzeugen. Wegen der Eigenschaft (D1) ist diese Determinante
=0.m

4.2. Berechnen der Determinante. Es ist besonders leicht, die Determinante ei-
ner Matrix in Zeilenstaffelform zu berechnen:
SATZ 8.19. Sei K ein Korper, sei m € N, und sei A eine m X m-Matrix iiber K, sodass

fiir alle i, j mit i > j gilt: A(i, j) = 0. Dann gilt

det(A) = ]_[ AG, i),

i=1
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Wir wissen, dass sich jede Matrix durch Zeilenumformungen in Zeilenstaffelnormal-
form bringen ldsst. Dabei dndert sich die Determinante folgendermaf3en:

(1) Wenn wir ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen dazu addieren, bleibt
die Determinante unverindert.

(2) Wenn wir eine Zeile mit einem Korperelement vervielfachen, dann verviel-
facht sich die Determinante um eben dieses Korperelement.

(3) Beim Vertauschen von zwei Zeilen dndert sich das Vorzeichen der Determi-

nante.

Aus diesen Uberlegungen erhilt man einen Algorithmus zum Berechnen der Determi-
nante. Wir rechnen einige Beispiele.

In[126] := << RowRed9.m

In[127] := DeterminantenDemo [B]

1 2 -3
Det[( 2 29 -16 )]
-3 -16 22

Wir addieren das - 2 fache

der 1. Zeile zum 1 fachender 2.Zeile.

1 2 -3
—1*1*det[(0 25 —10)]
-3 -16 22

Wir addieren das 3 fache
der 1. Zeile zum 1 fachender 3.Zeile.
2 -3
25 -10 )]
-10 13

o O =

—1*1*det[(

Wir addieren das 2 fache

der 2. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

1 2 -3
:1*;*det[(o 25 10)]
0 0 45
= 225

Out[127]= 225

In[128] := DeterminantenDemo [A]
5 0 0

Det | ( 3 0 -2 )]
4 1 1

Wir addieren das - 3 fache

der 1. Zeilezum 5 fachender 2.Zeile.
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=1 =%

5 0 0
é*det[(o 0 —10)]

4 1 1

Wir addierendas - 4 fache
der 1. Zeile zum 5 fachen der 3.Zeile.

5 0 0
*1*det[(0 0 —10)]
05 5

=10
Out[128]= 10

In[129] := DeterminantenDemo[B2]

E

Wir addieren das - 3 fache

|
w

Det[(

W s W e
o w kR N
o o w

= o o

der 1. Zeile zum 1 fachender 2.Zeile.

2 -3 4

—1*1*det[( o 12 _7)]

o W O
w
(@)
O

0 0 1

Wir addierendas - 4 fache
der 1. Zeile zum 1 fachender 3.Zeile.

1 2 -3 4
- 12 -7

:1*1*det[(8 72 19 7)]
8 0 0 1

Wir addieren das - 8 fache
der 1. Zeile zum 1 fachender 4.Zeile.

1 2 -3 4

0 -5 12 -7
—1*1*det[(o 5 12 _7 )]

0 -16 24 -31

Wir addierendas - 1 fache

der 2. Zeile zum 1 fachen der 3.Zeile.

127
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1 2 -3 4
- 12 -7

_1*1*det[(8 05 0 0 ]
0 -16 24 -31

Wir addierendas - 16 fache
der 2. Zeile zum 5 fachender 4.Zeile.

1 2 -3 4
0 -5 12 -7
_ 1
‘1*5*det[(o o o o |
0 0 -72 -43
1 2 -3 4
0 -5 12 -7
_ 1
- 5det[(o 0 -72 —43)]
0o 0 0 0
-0

Out[129]= 0

SchlieBlich berechnen wir noch die Determinante von (

— O O
N O

In[130]:
In[131]:= M= {{0,2,1}, {0,0,1}, {1, 2, 3}}

<< RowRed9.m

out[131]= {{0,2,1},{0,0,1},{1,2,3}}

In[132] := DeterminantenDemo [M]

0 2 1
Det[(O 0 1)}
1 2 3
1 2 3
:—1det[(o 0 1)1
0 2 1
1 2 3
_1det[(0 2 1)1
0 0 1

Out[132]= 2

In[133] := Det [M]
Out [133]= 2



