KAPITEL 6

Ringe, Korper und Vektorraume

Nachrichten codiert man gerne als Listen von Bits. Deswegen wird es sich als glinstig
herausstellen, dass man nicht nur mit Vektoren, deren Eintrdge reelle Zahlen sind,
rechnen kann, sondern auch mit Vektoren, deren Eintrdge nur O oder 1 sein konnen.
Unser Wissen iiber das Losen linearer Gleichungssysteme lasst sich auf solche 0/1-
Vektoren verallgemeinern; das ist in der Codierungstheorie hilfreich.

1. Ringe

Unser Ziel ist, anstelle der reellen Zahlen auch andere Objekte verwenden zu konnen,
solange man diese Objekte sinnvoll addieren und multiplizieren kann.

DEFINITION 6.1. Das 6-Tupel (R, +, —, 0, -, 1) ist ein Ring mit Eins, falls gilt:

(1) R ist eine nichtleere Menge,
(2) + und - sind Funktionen von R? nach R,
(3) — ist eine Funktion von R nach R,
(4) 0, 1 sind Elemente von R,
(5) fiir alle x, y, z € R gilt:
(@ x+y)+z=x+ 0 +2),
(b) 0+ x =x,
© (=0 +x=0,
(dx+y=y+ux,
() (x-y)-z=x-(y-2),
® 1-x=x-1=x,
@x-+)=x-y+x-g
(h) x+y)-z=x-z+y-z

BEISPIELE 6.2.
(1) Die rellen Zahlen bilden einen Ring; genauer: (R, +, —, 0, -, 1) ist ein Ring.

(2) Die 2 x 2-Matrizen bilden ein Ring; genauer: (R**?, +, —, (8 8), . ((1) ?)) ist ein
Ring.

OUnterlagen zur Vorlesung Algebra von Erhard Aichinger, Peter Mayr. Alle Rechte vorbehalten.
10.12.2007.

91



92 6. RINGE, KORPER UND VEKTORRAUME
(3) Die Polynome iiber R bilden einen Ring; genauer: (R[x], +, —, O, -, 1) ist ein
Ring.
SATZ 6.1. Sei (R, +, —, 0, -, 1) ein Ring. Dann gelten fiir alle x, y € R folgende Eigen-

schaften:

(H)0-x=0
(2) x-0=0.
3) x-(=y)=—x-y)
@) (—x)-y=-x-y)

DEFINITION 6.3. Sei R = (R, +, —, 0, -, 1) ein Ring. Ein Element a € R heil}t inver-
tierbar, wenn es ein b € R gibt, sodassa-b=b-a = 1.

2. Der Ring 7,

In Z definieren wir fiir n € N die Relation =, durch
a=,b:on|lb-a.

Die Relation =, ist eine Aquivalenzrelation, d.h. reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Die Aquivalenzklasse von a € Z ist

{fa+z-nlze 2} =:a]

Die Menge aller Aquivalenzklassen (die Faktormenge) bezeichnen wir mit
z,:={lal], lacZ}.

Z, hat n Elemente, und zwar [0] ,[1],, ..., [n —1],. Auf Z  definieren wir & und ©
durch:

n’

lal, ® [b], := [a+D],
[al, ©[b], = la-b],.

Wir miissen zeigen, dass @& und ® wohldefiniert sind; wir geben hier nur den Beweis
fiir die Wohldefiniertheit von ©. Wir withlen also a, a’, b, b’ € Z sodass [a], = [d'],
und [b], = [V'],. Zu zeigen ist, dass dann

[a-D], = [a’ . b’]n
gilt. Es ist also zu zeigen, dass
nla-b—-a -b.
Klarerweise ist
ab—a'b =ab—ab’' +ab' —ad'b' =ab-b)+ (a-a)b.

Daraus folgt n teilt ab — a’b’, da laut Vorraussetzung n | (b —b") und n | (a — a’) gilt.
Dabher ist [a-b], = [a’-b'],, und somit ist das Ergebnis von [a], © [b], unabhiingig von
der Auswahl der Repriésentanten.
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Wir geben nun ein Beispiel fiir eine nicht wohldefinierte Operation. Auf der Menge Q
definieren wir die Relation
a~b:s|al=|b].

La] ist hier die grote ganze Zahl kleiner gleich a. Wir definieren:

lal] © |b] :=|a-b].

a=0.1 b =100 [0.1-100] =10
a=0 b =100 [0-100] =0

Da 0 ~ 10 nicht gilt, ist die Operation © also nicht wohldefiniert.

Die Operation © zuerst zu definieren, und dann zu zeigen, dass die Definition funktio-
niert, ist nicht sauber (aber iiblich). Richtig ist, die Operation © zuerst als Relation zu
definieren, also

© :={((lal,, [b],). [a- b],)a b€ Z),

und dann zu zeigen, dass die Relation © eine Funktion von Z, X Z, nach Z, ist.
Die algebraische Struktur(Z,, ®, ©, [0],, O, [1],) ist ein Ring.

Eine andere Moglichkeit, einen endlichen Ring mit n Elementen zu definieren, ist fol-
gende: Wir wihlen die Menge R = {0, 1, 2, ..., n — 1}. Wir definieren fiir alle a € Z die
Zahl amod n als jenesa’ € {0, 1,...,n—1} mita’ =, a. Die Zahl ¢’ ist dann genau der
Rest der Division von a durch n. Dann definieren wir fiirx, y € {0, 1, ..., n — 1}

x+,y = (x+y)modn,
- X = (=x)modn,
xo,y = (xy)modn.

Die algebraische Struktur (R, +,, —,, 0,0, 1) ist dann ein Ring. “Im wesentlichen”,

das heif3t, bis auf Umbenennung der Elemente, ist dieser Ring der gleiche Ring wie
Z, & 6/10],°,[1],)

Der folgende Satz gibt an, welche Elemente in Z, invertierbar sind.

SATZ 6.2 (Invertierbarkeit). Sein € Nund a € Z. Dann ist [a], genau dann invertier-
barin Z,, wenn ggT (a, n) = 1.

SATZ 6.3. Seien a, b invertierbare Elemente aus Z,. Dann ist auch a - b invertierbar.

Beweis: Seienu,v € Z, so,dassa-u = [1], und b-v = [1],. Dann gilt: a-b-v-u = [1]
|

ne

DEFINITION 6.4 (Euler’sche ¢—Funktion). Sei n € N, n > 1. Dann ist ¢(n) definiert
durch

p(n) := |{a€Zn|ainvertierbar}| =
= |[xefl2 ...n-1}1ggTn =1}
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Wir berechnen ¢ (12) = [{1,5,7, 11}] =4 und ¢ (8) = |{1, 3, 5, 7}| = 4.

SATZ 6.4 (Satz von Euler). SeineN, n> 1, a € Z, ggT (a, n) = 1. Dann gilt:

a®™ =1 (mod n).

Wir tiberpriifen diesen Satz durch zwei Beispiele:

e Gilt 79! = 1 (mod 12)? Ja, denn es ist 7* = 1 (mod 12),
* Gilt 3*® =1 (mod 5)? Ja, denn es gilt 3* = 1 (mod 5).

Beweis von Satz 6.4: Wir wihlen n € N und a € Z beliebig aber fest, und nehmen an,
dass ggT (a, n) = 1. Sei

I:= {x e”Z, |xist invertierbar}.
Wir wissen bereits, dass |I| = ¢ (n). Wir definieren
f 1 — Z,
x +— x0Ola],
und zeigen, dass f injektiv ist. Dazu fixieren wir x, y € I mit f (x) = f (). Das heift:
x-[a], =y-lal, DaggT(an) =1, gibtes b € Z mit [a], - [b], = [1],. Wir erhalten
alsox-[a],-[b], = y-lal,-[b], und damit x = y. Daher ist f injektiv. Weil das Produkt

invertierbarer Elemente invertierbar ist, wissen wir, dass f(I) C I ist. Die Funktion f
ist also eine injektive Abbildung von 7 nach /. Da I endlich ist, ist f bijektiv. Es gilt

also:
[ [x = —[f (x)
xel xel
x = —[ (x . [a]n)
xel xel
[ |+ = ﬂx] (la, )™
xel xel

Seiy € Z, das Inverse zu [],_, x. Dann gilt:

o] [xo= 0y [ﬂ) ([a,)"”
xel xel
(1, = (lal,)""”

1 =a*™ (modn).

KOROLLAR 6.5. Sei p eine Primzahl, und sei 7 € Z. Dann gilt

¥ =z (mod p).
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Falls p kein Teiler von z ist, gilt

Z7'=1 (mod p).
Beweis: Wir wihlen eine Primzahl p und z € Z beliebig, aber fest, und nehmen an,
dass p die Zahl z nicht teilt. Wir wissen, dass ¢ (p) = p — 1, und daher gilt nach dem
Satz von Euler

Z71'=1 (mod p).
Da pl(z"~' — 1), gilt auch pl(z” — z), und somit z” = z (mod p).
Wenn p | z, dann teilt p sowohl z als auch z”. B

KOROLLAR 6.6. Fiirallea, b € Zp gilt: (a + b)Y = a’ + b?.

Der folgende Satz ist eine Grundlage fiir das RSA-Verfahren zur Verschliisselung mit
offentlichem Schliissel.

SATZ 6.5. Seien p, q Primzahlen, p + q und seien a, s € Z. Dann gilt:

alte-bla-b = 4 (mod P-q).

Beweis:

o 1. Fall: ggT (a, pg) = 1: Wir wissen ja, dass a”~! = 1 (mod p) gilt (Satz von
Euler), daher gilt auch (al"l)(q_l) ® =1 (mod p). Somit ist p ein Teiler von
a'P~Y=bs — 1 und damit auch von a?~D@-Dst1 — 4 Ebenso zeigen wir

q | a(p—1)~(q—1)~S+l —a.

Damit gilt insgesamt:

(p—1)-(g—1)s+1 _

pqla a.

o 2. Fall: ggT (a, pq) = p: Dader ggT (a, g) = 1 ist, gilt mit dem Satz von Euler
a’! =1 (mod g), und somit a¥~"®»-D =1 (mod g). Das heif3t
ql aa=b=bs _ 1

Wir wissen ja, dass p | a. Daher gilt p- g | (a4~ ®=Ds - 1) a.
» 3. Fall: ggT (a, pq) = q: Beweis genauso wie im 2. Fall.
» 4. Fall: ggT (a, pg) = p - q: Dann ist zu zeigen, dass 0 = 0 (mod pg). =

2.1. RSA-Verschliisselungsverfahren. RSA ist ein sogenanntes asymmetrisches
Verschliisselungsverfahren. Wenn ein Teilnehmer, Alice, einem zweiten Teilnehmer,
Bob, eine verschliisselte Nachricht iibermitteln will, dann beschafft sich Alice den
offentlichen Schliissel von Bob. Dieser ist allgemein zugénglich. Alice verschliisselt
nun die Nachricht mit Bob’s 6ffentlichen Schliissel und schickt sie an Bob. Bob kann
die empfangene Nachricht mit seinem privaten (geheimen) Schliissel entschliisseln.
Wichtig dabei ist, dass es praktisch unmoglich ist, Bob’s privaten Schliissel aus seinem
offentlichen Schliissel zu rekonstrieren.
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Schliisselerzeugung fiir das RSA-Verfahren:

(1) Bob wihlt Primzahlen p, g. Sei n := pq. (In der Praxis soll die Binédrdarstel-
lung von n mindestens 1024 Bits haben.)

(2) Bobwihlte e Nmitl <e < (p—1)(g—1), sodass ggT(e, (p—1)(g—1)) = 1.

(3) Mit dem Euklidischem Algorithmus bestimmt Bob d € N, sodass ed =
1 (mod (p — 1)(g — 1)).

(4) Bob’s offentlicher Schliissel lautet (n, ¢).

(5) Bob’s privater Schliissel lautet (n, d).

RSA Verschliisselung:

(1) Alice holt sich Bob’s 6ffentlichen Schliissel (n, e).
(2) Um eine Nachricht m € {0, ..., n — 1} zu verschliisseln, berechnet Alice ¢ :=
m¢ mod »n und schickt ¢ an Bob.

RSA Entschliisselung:

(1) Bob erhilt eine mit seinem 6ffentlichen Schliissel (n, e) verschliisselte Nach-
richtc € {0,...,n—1}.

(2) Um ¢ zu entschliisseln, berechnet Bob m = ¢? mod n mit seinem privaten
Schliissel (n, d).

Die Entschliisselung ist korrekt, weil nach Satz 6.5 gilt, dass m*/ = m (mod n) fiir alle
mel{0,..,n—1}.

Das RSA-Verfahren ist sicher, weil fiir gro3e Primzahlen kein effizientes Verfahren
bekannt ist, um aus dem offentlichen Schliissel (n, ¢) die Zahl (p — 1)(g — 1) und damit
d zu berechnen.

3. Korper

DEFINITION 6.7. Sei R = (R, +, —, 0, -, 1) ein Ring. R ist ein Korper, wenn folgendes
gilt:

(1) IRl =2,
(2) firallex,ye R:x-y=y-x,
(3) fiirallex € Rmitx # 0 gibteseiny € R, sodass x -y = 1.

Der Ring aller 2 x 2-Matrizen iiber R ist kein Korper. Die rellen Zahlen R sind ein
Korper.

SATZ 6.8. Sein € N. Der Ring 7, ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl
ist.
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Also ist der zweielementige Ring Z, ein Korper. Wir schreiben 0 := [0] , 1
Danngilt00=0,061=1,1¢0=1,19¢1=0,000=0,00
160=0,101=1.

-

4. Polynome

DEFINITION 6.9. Sei K kommutativer Ring mit Eins. Dann ist K[x] die Menge aller
Ausdriicke

2 3 n
aO +a1x+a2x +a3x + .- +anx

mitn € Nyund a, a,, ..., a, € K. Die Elemente von K[x] nennen wir Polynome.

Es bietet sich an, Polynome durch die Liste ihrer Koeffizienten darzustellen. Polyno-
me haben beliebig viele, aber immer nur endlich viele Koeffizienten. Somit kénnen
wir K[x] mit der Menge aller Folgen aus K identifizieren, in denen nur endlich viele
Eintriige von 0 verschieden sind,

Klx] = {(ay, a,, a,, ...) € K™ |fast alle a, = 0}.
DEFINITION 6.10. Seien (a, a,, a,, ...), (b, b;, b,, ...) € K[x]. Wir definieren

(D (ay, ay, a,, ...) + (by, by, by, ...) :=(ay + by, a, + by, a, + by, ...)
(2) (ag, ay, a,, ...) - (by, by, by, ...) 1= (cp, €1, €y, o) Mit ¢y 1= 3,0y a; - b fur alle
keN,.

DEFINITION 6.11. Fiir f := (ay, a,, a,, ...) € K[x] ist der Grad von f, deg f, jenes
n € N, sodass a, # 0 und g, = O fiir alle i > n. Dann nennen wir a, den fiihrenden
Koeffizienten von f. Wir definieren deg 0 := —1.

DEFINITION 6.12. Sei K Korper, und seien f, g € K[x].

(1) f teilt g, wenn es g € K[x] gibt, sodass g = ¢g - f.

(2) f istirreduzibel iiber K (ein irreduzibles Polynom in K[x]), wenn deg f = 1
und fiir alle @, b € K[x] mit a - b = f entweder a oder b Grad 0 hat.

(3) f ist normiert, wenn es fithrenden Koeffizienten 1 hat.

5. Teilbarkeit von Polynomen

SATZ 6.6. Sei K Korper, und seien f, g € K[x]. Wenn f + 0, so gibt es q,r € K[x]
mit g=q- f+runddegr < degf.

DEFINITION 6.13 (ggT in K [x]). Sei K ein Korper, und seien f, g € K[x], nicht beide
0. Dann ist d € K[x] ein grofiter gemeinsamer Teiler von f und g, wenn folgende
Bedingungen gelten:

(1) dlf und dlg,
(2) Fiir alle h € K[x] mit A|f und hlg gilt deg(h) < deg(d),
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(3) d ist normiert.

Wir bezeichnen den Rest von g bei der Division durch f mit g mod f. Da das Paar
(g f) die gleichen gemeinsamen Teiler wie das Paar (f, g mod f) hat, konnen wir
einen groflten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algorithmus berechnen.

Wir rechnen dazu drei Beispiele:
AUFGABE 6.14. Wir berechnen einen grofiten gemeinsamen Teiler von f, g € R[x]
fiir
f=-8x+4x>+6x-5x"+x°
und
g=4—-4x—-x+x.

Wir bilden die gleiche Tabelle wie beim Euklidschen Algorithmus fiir ganze Zahlen
und erhalten:

—8x+4xX2+6x -5x*+xX 1 0
4—4x-x"+x° 0 1
—24 +32x—10x2 1 —6+4x—x*
X X X Xz )C3
—(%)0+% 95t GBS

Um einen normierten gemeinsamen Teiler zu erhalten, multiplizieren wir die vorletzte
Zeile dieser Tabelle mit % und erhalten —2 + x als einen grof3ten gemeinsamen Teiler.
AuBerdem gilt

—2+x:(%+§—§)-f+(—(%)+i—g+93—§—53—§)-g.
AUFGABE 6.15. Wir berechnen den grofiten gemeinsamen Teiler der Polynome
f=1+x+x
und
g=1l+x+x

in Z,[x]. Wir erhalten

1+ +x 1 0
Il+x+x> 0 1
1+ x? 1 X2
1 x 1+x°
0

Daher ist 1 ein gro3ter gemeinsamer Teiler, und es gilt

l=x-f+(+x)xg
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AUFGABE 6.16. Wir berechnen den gro3ten gemeinsamen Teiler der Polynome
f=1+x+x
und
g=1+x+x
in Z,[x]. Wir erhalten
1+ +x° 1 0
Il+x+x 0 1
1+2x2 1 24
1+2x x 1+42x°
0

Daher ist 2 = (1 + 2x) = 2 + x ein groBter gemeinsamer Teiler, und es gilt
24x=2x-f+Q2+x) g

Wir konnen also einen groBten gemeinsamen Teiler mithilfe des Euklidschen Algo-
rithmus bestimmen. Daraus ergibt sich:

SATZ 6.7. Sei K ein Korper, und seien f,g € K|x|, nicht beide 0. Dann gibt es
einen grofiten gemeinsamen Teiler d von f und g, fiir den es u, v € K|[x] gibt, sodass
u-f+v-g=d.

SATZ 6.8. Sei K ein Korper, und seien f, g € K|[x|, nicht beide 0, und sei d € K|x].

Wir nehmen an, dass es u,v € K[x] gibt, sodass d = u - f + v - g Dann teilt jeder
gemeinsame Teiler von f und g auch das Polynom d.

Beweis: Sei h ein gemeinsamer Teiler von f und g. Dann gilt Aluf + vg, also hld. ®

KOROLLAR 6.17. Sei K ein Korper, und seien f,g € K[x], nicht beide 0. Seien
d,, d, € K[x] beide ggT von f und g. Dann gilt d, = d,.

Beweis: Nach Satz 6.7 gibt es einen groften gemeinsamen Teiler d von f und g, der
sich als uf + vg mit u, v € K[x] schreiben ldsst. Wegen Satz 6.8 gilt d,|d. Sowohl d,
als auch d haben den maximal moglichen Grad unter allen gemeinsamen Teilern von
S und g. Also gilt deg(d,) = deg(d). Somit gibt es ein a € K, sodass d = ad,. Da d
und d, normiert sind, gilt @ = 1 und somit d = d,. Ebenso giltd = d,, alsod, =d,. ®

6. Polynomfunktionen und Nullstellen

DEFINITION 6.18. Sei K ein Korper, und sei f € K[x]. Seienn e Nunda,, a,, ..., a, €

K so, dass

— 2 n
f=ay+ax+ax +--+ax"

Dann ist f die Funktion, die durch
f: K — K
k +— ay+ak+ak’+-+ak
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definiert ist. Sie heillt die von f induzierte Polynomfunktion.

DEFINITION 6.19. Sei E{ ein Korper, sei f € K[x], und sei @ € K. Die Zahl « ist eine
Nullstelle von f, wenn f(a) = 0.

SATZ 6.9. Sei K ein Korper, sei f € K[x], und sei @ € K. Dann ist « genau dann eine
Nullstelle von f, wenn x — «/| f gilt.

SATZ 6.10. Sei K ein Korper, sein € N, und sei f € K|[x] ein Polynom mit deg(f) = n.
Dann hat f hochstens n Nullstellen.

Beweis: Die Aussage stimmt fiir n = 1: ein Polynom der Form a,x + a, hat, wenn
@, # 0, nur die Nullstelle —a, - (@)™

Wir nehmen nun an, dass n = 1 ist, und dass jedes Polynom vom Grad n hochstens
n Nullstellen hat. Wir zeigen, dass dann jedes Polynom vom Grad n + 1 hochstens
n + 1 Nullstellen haben kann. Sei dazu f ein Polynom vom Grad n + 1. Wenn f kei-
ne Nullstellen hat, dann sind wir fertig, denn‘keine Nullstellen” heil3t natiirlich auch
“weniger als n + 2 Nullstellen”. Wenn f zumindest eine Nullstelle hat, dann wihlen
wir eine Nullstelle @. Wir konnen dann ein Polynom g vom Grad n finden, sodass

f=k-0a)-g
Sei nun S eine Nullstelle von f mit 8 # a. Dann gilt f(8) = (8 — a) - g(B). Also gilt

0=(B-a)-gB). Wegen B—a + 0 gilt g(5) = 0. Das Element (3 ist daher eine Nullstelle
von g.

Da wir angenommen haben, dass jedes Polynom vom Grad n hochstens n Nullstellen
hat, hat g hochstens n Nullstellen. Jede Nullstelle von f ist entweder gleich @ oder
unter diesen n Nullstellen von g. Somit hat f hochstens n + 1 Nullstellen. ®

7. Korper aus Polynomringen

Sei f ein Polynom in K[x]. Fiir q, b € K[x] definieren wir
a=b (mod f),
falls fla — b. Das ist genau dann der Fall, wenn a mod f = b mod f. Wir definieren
lal, :={a+q- flq € KIx])
Sei K[x]/f definiert durch
KxVf :={lal;la € K[x]}.
Auf K[x]/f definieren wir +, —, - durch

lal, + [, = [a+Db],
lal, —[b], = [a- bl
lal, - [b], := [a-b],.
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SATZ 6.11. Sei K ein Korper, und sei f € K|[x]|. Dann ist (K[x)/f, +, —, -, [O]f, [l]f)
ein Ring mit Eins.

SATZ 6.12. Sei K ein Korper, f € K|x] irreduzibel iiber K. Dann ist K[x]/f ein
Korper.

8. Vektorriume

DEFINITION 6.20. Sei K ein Korper. Ein Tupel (V, +, —, 0, %) heilit Vektorraum iiber
K,wenn+: VXV >V, —: V>V 0e€Vundx: KXV -V, undfirallex,y,zeV
und @, B € K gilt:

() x+y)+z=x+(+2),
2) 0+ x =x,

(3) (=0 +x=0,

4 x+y=y+ux,

(5) ax*(B*x)=(a-f)=*x,
6) (@+p)xsx=a*x+x*x,
M axsx+y)=axx+axy,
®) 1xx=nx.

BEISPIELE 6.21.

(1) Fiir jeden Korper K und jedes n € N ist K" (mit geeignet definierten Opera-
tionen) ein Vektorraum iiber K.

(2) Fiir jeden Unterraum U des R” ist U (mit geeignet definierten Operationen)
ein Vektorraum iiber R.

DEFINITION 6.22. Sei K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Sei U eine Teil-
menge von V. U ist ein Unterraum von V, wenn U # (), und fiir alle u, v € U und
aeKgltu+veUundaxueU.

Wenn U ein Unterraum von V' =(V, +, —, 0, ) ist, dannist U = (U, +|;,,.;;» —l;)» 0, *lg. )
ebenfalls ein Vektorraum iiber K.



