CODIERUNGSTHEORIE

KURS ZELL AN DER PRAM, FEBRUAR 2005

1. DAS PROBLEM

1.1. Quellcodierung und Datenkompression. Wir wollen eine Nachricht iiber
einen digitalen Kanal, der nur 0 oder 1 iibertragen kann, schicken. Die Nachricht
ist eine Folge aus den Zeichen A, B, C,D, E. Eine typische Nachricht wire etwa

AABAAAAAAAAACAAAAAAAABAAAAAAAAAEAAAAAAAAAAAEAAEAAEAAAAA
AAAEAACAABBAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
EAAAAAAAAAAAAAAEAAAAAABAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
AAAAAAAAAAAAEAAEAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAB
EAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAACAAAACAAAAAAAAAABAAAAAAB
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAACABAAAABAAAAEAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAA
CAAAABAAAAAAEAAAABAAAAAAAAAAAACAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAA
BAAAAAACAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAB
AAAAAAAAABAAAAAABAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAABAAAABB
AAAAA

Dabei wissen wir, dass an jeder Stelle der Nachricht mit Wahrscheinlichkeit 0.9
ein A, mit 0.06 ein B, mit 0.015 ein C, mit 0.015 ein D und mit Wahrscheinlichkeit
0.01 ein E vorkommt.

Ziel ist es, fiir die Ubertragung diese Nachricht als Folge von 0 und 1 zu kodie-
ren. Dabei sollen wir fiir jedes Zeichen im Durchschnitt nur héchstens 0.8 Bits
benotigen — eine Folge von 100 Zeichen sollte im Durchschnitt also auf 80 Bits
komprimiert werden kénnen.

Ist es moglich, eine solche Nachricht so stark zu komprimieren? Versuchen Sie,
ein Verfahren zur Kompression zu finden!

Date: 11. Februar 2005.

Erhard Aichinger und Peter Mayr, Institut fiir Algebra, Johannes Kepler Uni-
versitdt Linz, erhard@algebra.uni-linz.ac.at, peter.mayr@algebra.uni-linz.ac.at,
http://www.algebra.uni-linz.ac.at/.
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2. EINIGE BEGRIFFE DER INFORMATIONSTHEORIE

Ein Kommunikationssystem besteht aus folgenden Teilen (s. [HQ95, Ash90]).

) Nachrichtenquelle
) Quellencodierer

) Kanalcodierer

) Kanal

) Rausch- oder Fehlerquelle
) Kanaldecodierer

) Quellendecodierer

) Nachrichtensenke

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8

Die Begriffe “Verschliisselung” und “Codierung”.
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3. WORTER UND EINDEUTIG DECODIERBARE CODES

Definition 3.1. Wérter iiber {0, 1}, Zusammenhéngen von Wortern, {0, 1}*.

Definition 3.2. Sei k € N, und seien py,ps, ..., pr € [0,1] so, dass Zlepi =1,
seien Ay, ..., Ax € {0,1}*, und sei C = (Ay, Ag, ..., Ag). Die durchschnittliche
Wortlinge m von C beziiglich (p, ..., px) ist gegeben durch
n = p1|Ai| + pa| Ao| + - - + pr|Axl.

Definition 3.3. Sei k € N. Ein Code aus k Codewdrtern ist eine Folge (A1, ..., Ax)
von Wortern in {0, 1}*, sodass fiir alle 4,j € {1,...,k} mit ¢ # j auch A; # A;
gilt.
Definition 3.4. Sei k € N, und sei C = (A, ..., Ag) ein Code. C ist eindeutig
decodierbar, wenn fiir alle m,n € N und fiir alle Dy, ..., D,, ausC und Ey,..., E,
aus C folgendes gilt: Wenn

Dl*DQ*---*Dm:El*EQ*---*En,
dann gilt m = n, und fiir alle ¢ € {1,...,m} gilt D, = E;.

Wie findet man eindeutig decodierbare Codes?
Ubungsaufgaben 3.5.

(1) [HQ95, S.36] Zeigen Sie, dass der Code {0, 10,011,11111} eindeutig decodierbar
ist.

(2) Ist der Code {a,c, ad, abb, bad, deb, bbcde} eindeutig decodierbar?

(3) Seien V,W € {0,1}*, also Worter iiber dem Alphabet {0,1}. Wie miissen V'
und W aussehen, damit V « W = W % V gilt? (Dabei ist V « W das Wort, das
durch Zusammenhéngen von V und W entsteht.
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4. PRAFIXCODES

Definition 4.1. Seien A, B Worter tiber {0,1}. A ist ein Prdfix von B, wenn
A = B, oder wenn es ein Wort C' gibt, sodass AxC = B.

Definition 4.2. Seien Ay, A, ..., Ay Worter tiber {0,1}. (Ay, As, ..., A) ist ein
Prdfiz-Code, wenn es keine i, j € {1,2,...,k} gibt, sodass i # j und A; ein Préfix
von A; ist.

Satz 4.3. Prifizcodes sind eindeutig decodierbar.

Satz 4.4. Sei k € N, und seien ny,ns,...,np € N. Dann ¢ibt es genau dann
einen Prifizcode (A1, A, ..., Ay) tber {0,1}, sodass |A1| = nq, ..., |Az] = na,
| Ax| = ng, wenn

Es gilt sogar fiir jeden eindeutig decodierbaren Code (nicht nur fiir jeden Préfix-

code), dass

1 1 1 <1

Das ist aber schwieriger zu beweisen (cf. [Ash90, S. 35]).
Ubungsaufgaben 4.5.

(1) Zeigen Sie: Préfix-Codes sind eindeutig decodierbar.

(2) Sei k € N, und seien nq,na,...,n; € N. Zeigen Sie: Es gibt genau dann einen
Prifixcode (A1, Aa, ..., Ag) iiber {0, 1}, sodass |A1| = ny, ..., |As] = na, |Ax| =
Nk, wenn
1 1 1
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5. ENTROPIE

Definition 5.1. (Entropie) H(py,...,pp) == Sor_, —pilogy(p;). Es gibt ein Pro-
blem, falls ein p; = 0 ist.

Ubungsaufgaben 5.2. Bestimmen Sie H(0.5,0.5), H(0.3,0.7), H(0.1,0.9), H(.5,.25,.25),
H(0.6,0.3,0.05,0.05).

Satz 5.3. (Noiseless coding theorem) Sei k € N, und seien p1,pa, ..., pr € (0,1]
so, dass Zlepi =1, sei C = (A1, Ay, ..., Ay) ein Prifizcode, und sei . die
durchschnittliche Wortlinge von C beziglich (p1, ..., px). Dann gilt

ﬁZ H(pluvpk)

Satz 5.4. Sei k € N, seien p1,ps,...,pr € (0,1] so, dass Zlepi =1, und sei
H := H(p1,...,px). Dann gibt es fir diese Wahrscheinlichkeiten einen bindren
Prifizcode (Aq, ..., Ag), fir dessen durchschnittliche Wortlinge i beziiglich (p1, . . ., D)
qgilt:

H+1>n>H.

Ubungsaufgaben 5.5. In einer aus den drei Zeichen zusammengesetzten Nachricht
kommen die Zeichen x1,x2,x3 mit den Wahrscheinlichkeiten 0.9,0.05,0.05 vor. Wir
wollen diese Zeichen durch 0, 1-Folgen iibertragen.

(1) Man kann beweisen, dass wir das mit einem Code machen konnen, dessen
durchschnittliche Codewortlédnge im Intervall

[H(0.9,0.05,0.05), H(0.9,0.05,0.05) + 1]
liegt. Finden Sie einen solchen Code!
(2) Wir fassen jetzt immer zwei Nachrichtenzeichen zusammen und iibertragen die-

se Ausginge gemeinsam. Wieviele Zeichen brauchen Sie jetzt im Durchschnitt
fiir die Ubertragung eines Nachrichtenzeichens?
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6. KONSTRUKTION OPTIMALER CODES

Sei k € N, und seien py, ..., pr Zahlen in (0, 1] mit Zlepi = 1. Ein Prifix Code
C = (C4,Cy,...,C) ist optimal fir (py,...,pg), wenn es keinen Prifixcode mit
kleinerer durchschnittlicher Codewortlédnge gibt.

Satz 6.1. Sei k € N, seien py,...,pr € (0,1] so, dass Zlepi =1 und p; >
Po > p3g > - > ppe1 > pr > 0, und sei D = (D1, Do, ..., Dy_1) ein opti-
maler Code fiir die Wahrscheinlichkeiten (py1,pa, ..., Pr—2,Pk—1 + Px). Sei C =
(C1,Cs, ..., Cr_1,C%) gegeben durch C; = D; firi € {1,2,...,k —2}, Cx_1 =
Dy_1%0, Cy = Dip_1x 1. Dann ist C ein optimaler Code fir die Wahrscheinlich-
keiten (p1,...,Dk)-

Dieser Satz liefert den Huffman-Algorithmus.

Ubungsaufgaben 6.2. Konstruieren Sie — etwa mit dem Verfahren von Huff-
man — optimale binére Codes fiir folgende Wahrscheinlichkeiten, und berechnen Sie die
durchschnittliche Codewortlénge.

(1) (0.8,0.1,0.06,0.02,0.02).
(2) (0.2,0.2,0.2,0.2,0.2).
(3) (.2,.18,.1,.1,.1,.061,.059, .04, .04, .04, .04, .03, .01).

Buchstabenhédufigkeit (in Promille) in deutschen Texten ([Pom04)):
Z
1

1

AAB CD EF GHTIJ KU LM NOPQIRSTUUV
9 1

WXY
60 17 27 54 180 16 32 41 81 3 13 33 23 106 27 8 0 72 69 57 46 500
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